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 МАТЕМАТИЧНА ТЕОРІЯ 
КЕРУВАННЯ: НЕЛІНІЙНА ДИНАМІКА 
ТА ІНЖЕНЕРНІ ЗАСТОСУВАННЯ
За матеріалами наукової доповіді на засіданні 
Президії НАН України 6 листопада 2019 року
У доповіді представлено новий підхід до розв'язання задачі стабілізації, що 
дозволяє ефективно визначати стратегії керування для широкого класу 
суттєво нелінійних керованих динамічних систем, зокрема математичних 
моделей робототехнічних комплексів та керованих інженерних конструк-
цій з пружними балками, пластинами та оболонками. Отримані резуль-
тати застосовано до задач стабілізації та навігації мобільних роботів у 
середовищах з перешкодами, комп'ютерного моделювання коливань керо-
ваної оболонки в експериментах з перспективними надлегкими будівельни-
ми конструкціями, а також використано у дослідженнях проблем економії 
енергоресурсів і сировини у хімічній індустрії та збільшення обсягів вироб-
ництва зі збереженням витрат на вхідні ресурси. 
Ключові слова: математична теорія керування, стабілізація руху, плану-
вання та відстеження руху робототехнічних систем, оптимізація хімічних 
реакцій.
Актуальність теми. Теорію оптимального керування мож-
на вважати одним із взірців плідного поєднання розвиненого 
математичного апарату з багатим розмаїттям застосувань у до-
сить різних галузях суспільної діяльності. Математичні методи 
оптимізації, зокрема, застосовано у комп’ютерній системі пла-
нування залізничних перевезень у Нідерландах [1]. У 2007 р. 
нідерландською залізницею було введено новий розклад руху, 
розроблений фахівцями-математиками з Амстердамського 
університету і Центру математики та інформатики (CWI). За 
образним висловом голландської газети NRC Handelsblad, ця 
інновація стала «єдиною формою вищої математики, що ви-
кликала шалені емоції в країні». Економічний ефект від нового 
залізничного розкладу оцінено у 70 млн євро щорічного при-
бутку [1].
Актуальність проблематики теорії керування зумовлена не 
лише нагальними практичними застосуваннями, а й глибоким 
проникненням математичних методів керування до міждисци-
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плінарних досліджень в інших галузях науки. 
Для підкріплення цієї тези нагадаємо, що Но-
белівську премію з фізики 2012 р. було прису-
джено Сержу Арошу (Serge Haroche) і Девіду 
Вайнленду (David Wineland) «за новаторські 
експериментальні методи, що дозволяють ви-
мірювати і керувати окремими квантовими 
системами». Проблема керування окремими 
квантами посідає центральне місце у нобелів-
ській лекції Сержа Ароша [2], і певну частину 
досліджень у цьому напрямі виконано за учас-
тю фахівців у галузі математичної теорії керу-
вання [3].
Історичний екскурс. Теорія керування ру-
хом як наукова дисципліна має власну історію. 
Ще з античних часів відомі описи «автоматів», 
тобто механічних пристроїв, що виконують за-
дані дії без участі людини. У трактатах «Авто-
матопоетика» і «Пневматика» видатного гео-
метра та інженера Герона Александрійського 
(I ст. н.е.) наведено конструкції автоматичних 
машин, що діють з використанням енергії стис-
нутого повітря, води, вогню. Герон сконструю-
вав також автоматичний театр, у якому фігури 
здійснювали рух за сценарієм, що реалізову-
вався за допомогою механічного пристрою для 
програмування — системи валів зі штифтами 
(«перша комп’ютерна програма»).
Фундаментальною основою теорії опти-
мального керування є варіаційне числен-
ня — математична дисципліна, що виникла з 
дослідження задачі про брахістохрону, запро-
понованої Йоганном Бернуллі у 1696 р. Ця за-
дача полягала у знаходженні форми кривої, за 
якою матеріальна точка рухається в полі сил 
тяжіння від заданої точки A до точки B за мі-
німальний час. Розв’язанням задачі Йоганна 
Бернуллі займалися найвідоміші вчені того 
часу — Ісаак Ньютон, Якоб Бернуллі, Гійом 
Франсуа Лопіталь. Виявилося, що крива най-
скорішого спуску (брахістохрона) є аркою ци-
клоїди, а загальний метод знаходження екстре-
мумів функціоналів (величин, що залежать від 
кривих) став початком варіаційного числення. 
Відновлення інтересу до методів варіаційного 
числення у середині минулого століття сти-
мулювалося прикладними проблемами опти-
мального керування, насамперед у задачах 
аерокосмічної індустрії. Універсальний метод 
дослідження задач оптимального керування і 
варіаційного числення — принцип максиму-
му — було запропоновано у роботах школи 
Л.С. Понтрягіна [4].
Принцип максимуму поряд з методами те-
орії стійкості руху О.М. Ляпунова [5], підхо-
дом динамічного програмування Р. Беллмана 
[6], внесками наукових шкіл М.М. Красов-
ського [7] і Р.Е. Калмана [8] та геометрич-
ними методами [9] формують методологіч-
ну базу математичної теорії керування, яка 
дозволяє ефективно розв’язувати широкий 
спектр фундаментальних і прикладних задач. 
З історичної точки зору можна вважати роботу 
Дж.К. Макс велла «Про регулятори» [10] пер-
шою математичною статтею в галузі теорії ке-
рування, в якій було досліджено питання про 
стійкість режиму рівномірних обертань вала 
парової машини Дж. Уатта при використанні 
центробіжного регулятора.
У рамках стислої наукової доповіді немож-
ливо зробити огляд усіх вагомих здобутків 
українських наукових шкіл з математичної 
теорії керування. Огляди деяких важливих 
результатів у цій галузі можна знайти в робо-
тах [11–14]. У подальших розділах висвітлено 
переважно результати досліджень Інституту 
прикладної математики і механіки НАН Укра-
їни (ІПММ), що стосуються детермінованої 
теорії керування рухом нелінійних систем з 
неперервним часом. Ці дослідження є природ-
ним продовженням тематики донецької школи 
аналітичної механіки, заснованої членом-ко-
респондентом НАН України П.В. Харламовим.
Нелінійні керовані системи. Типовим 
об’єк том досліджень у теорії керування є дина-
мічні процеси, стан яких у момент часу t можна 
зобразити n-вимірним вектором x(t), при цьо-
му система перебуває під дією вхідного впли-
ву, який можна зобразити m-вимірним векто-
ром керування u. 
Математичну модель об’єкта керування з 
неперервним часом у багатьох задачах можна 
описати системою звичайних диференціаль-
них рівнянь:
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( )dx t
dt
 = f(x(t), u), 
 x(t)  D  Rn, u  U  Rm,  (1)
де x(t) = (x1(t), …, xn(t)), u = (u1, …, um). Напри-
клад, у задачах механіки компонентами векто-
ра x(t) можуть бути координати та швидкості 
матеріальних точок, а компонентами u — сили 
та моменти керування. У деяких моделях 
може бути відсутня можливість вимірювання 
всіх координат стану, проте наявна інформація 
про значення певної p-вимірної функції вихо-
ду y(t) у вигляді y(t) = h(x(t)) з p < n. Надалі 
вважатимемо функції f : D U  Rn та h : D 
Rp неперервно-диференційовними у своїх об-
ластях визначення. Таким чином, якщо зада-
ти початковий стан системи x0  D при t =0 і 
припустиму функцію керування u(t) на відріз-
ку [0, T] (тобто u(t)  U — обмежена вимірна 
функція часу t  [0, T]), то система (1) з ке-
руванням u = u(t) має єдиний максимальний 
розв’язок x(t), що задовольняє початкову умо-
ву x(0) = x0.
Ключовою властивістю системи (1) є керо-
ваність [8, 9]: система (1) називається керова-
ною в області D, якщо для будь-якої пари то-
чок x0, xT  D знайдуться такі T > 0 і припус-
тиме керування u : [0, T] → U, що відповідний 
розв’язок x(t) системи (1) задовольняє умови 
x(0) = x0 і x(T) = xT. У випадку лінійних сис-
тем (тобто якщо D = Rn, U = Rm і відображення 
f(x, u) у правій частині (1) є лінійним відносно 
x, u) необхідні та достатні умови керованості 
конструктивно описуються критерієм керо-
ваності Калмана у термінах рангу відповідної 
блочної матриці [8]. 
Поряд з програмними функціями керуван-
ня вигляду u = u(t) будемо також розглядати 
функції керування зі зворотним зв’язком ви-
гляду u = G(x(t)) (зворотний зв’язок за станом) 
або u = F(y(t)) (зворотний зв’язок за виходом), 
де функції G aбо F підлягають визначенню 
відповідно до мети керування. Такою метою 
у багатьох прикладних задачах є стабілізація 
нестійкого стану рівноваги системи (1), що з 
практичної точки зору забезпечує надійність 
функціонування об’єкта керування. Простим 
прикладом нестійкого стану рівноваги є верх-
нє положення фізичного маятника, при цьому 
можна стабілізувати перевернутий маятник 
шляхом застосування моменту сил керування 
відносно осі обертання.
Для математичного формулювання задачі 
стабілізації будемо вважати, що 0  D, 0  U та 
f(0, 0) = 0, тобто система (1) має тривіальний 
стан рівноваги x = 0 при вимкненому керуванні 
u = 0. Такі припущення не обмежують розгля-
ду, оскільки дослідження поведінки розв’язків 
системи в околі інших можливих станів рівно-
ваги можна звести до випадку x = 0 заміною 
змінних. Класична задача стабілізації (зі зво-
ротним зв’язком за станом) системи (1) по-
лягає у знаходженні такої неперервної функції 
u = G(x), G : D  U, G(0) = 0, щоб розв’язок 
x = 0 відповідної замкненої системи 
 
( )dx t
dt
 = f(x(t), G(x(t))) (2)
був асимптотично стійким за Ляпуновим [5], 
тобто виконувалися такі властивості:
1) стійкість — для будь-якого ε > 0 існує таке 
δ = δ(ε) > 0, що всі максимальні розв’язки x(t) 
системи (2) з початковими умовами ||x(0)|| < δ 
визначено при t  0 та ||x(t)|| < ε при всіх t  0;
2) притягання — існує таке Δ > 0, що x(t) → 
→ 0 при t → + для всіх максимальних роз-
в’яз ків системи (2) з початковими умовами 
||x(0)|| < Δ. 
Якщо для системи (1) існує керування 
u = G(x) з наведеними вище властивостями, то 
система (1) називається стабілізовною (у класі 
стаціонарних неперервних зворотних зв’язків 
за станом). Встановлено [8], що будь-яка лі-
нійна керована система є стабілізовною. Проте 
питання про стабілізовність нелінійних систем 
є набагато складнішим і пов’язане з низкою 
фундаментальних математичних проблем. Це 
питання є надзвичайно важливим навіть для 
окремого класу нелінійних систем такого ви-
гляду:
 1
( ) m
k
dx t
dt 
  fk (x(t))uk, 
 x(t)  D  Rn, u  Rm  (3)
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де fk : D → Rn — аналітичні векторні поля. Ак-
туальність досліджень властивостей систем 
типу (3) зумовлена їх практичною значущістю 
при моделюванні руху неголономних механіч-
них об’єктів і зв’язком із сучасними задачами 
геометричної теорії керування [15].
Властивість керованості системи (3) ефек-
тивно описується у термінах алгебри Лі, що 
породжена векторними полями f1, f2,…, fm 
(умова Хьормандера) [9, 15]. На відміну від 
лінійних систем виявилося, що умова керова-
ності системи (3) не є достатньою для її ста-
білізовності в означеному вище сенсі завдяки 
певним топологічним умовам асимптотичної 
стійкості. Визначним результатом у цьому на-
прямі є теорема Р. Брокетта [16], яку можна 
сформулювати так: якщо 0  D, m < n і вектори 
f1(0), f2(0), …, fm(0) є лінійно незалежними, то 
для системи (3) не існує неперервного зворот-
ного зв’язку u = G(x), G(0) = 0, який забезпе-
чував би асимптотичну стійкість стану рівно-
ваги x = 0. 
Оригінальний результат Р. Брокетта викли-
кав бурхливий інтерес до проблеми стабіліза-
ції суттєво нелінійних систем (3966 посилань 
на статтю [16] у Google Scholar). Зокрема, було 
встановлено можливість стабілізації неліній-
ної системи (1) неперервною нестаціонарною 
функцією зворотного зв’язку u = g(x, t) при ви-
конанні умови локальної керованості за малий 
час в околі стану x = 0 і додаткових умов регу-
лярності функції f(x, u) [17]. Проте доведення 
основної теореми з [17] є неконструктивним 
(окремий крок доведення спирається на теоре-
му вкладення Уїтні), і певний час залишалося 
відкритим питання про побудову нестаціонар-
них зворотних зв’язків u = g(x, t), g(0, t) = 0.
У роботі автора [18] було запропоновано 
конструктивний підхід до синтезу зазначених 
функцій керування у вигляді тригонометрич-
них поліномів відносно часу t з коефіцієнтами, 
що залежать від стану x:
 
2
( , ) ( )exp
N m
kk N
ikt
g x t g x R
     .   (4)
Доведено, що для достатньо малих зна-
чень параметра ϵ > 0 керування (4) забезпе-
чує асимптотичну (і навіть експоненціальну) 
стійкість стану рівноваги x = 0 при виконанні 
умов керованості системи (3) з дужками Лі, 
при цьому функції gk(x)визначено у термінах 
розв’язків допоміжної системи алгебраїчних 
рівнянь [18].
Цей метод синтезу швидкоосцилюючих 
функцій керування поширено на класи не-
лінійних умов керованості вищих порядків 
[19, 20] і застосовано до задач стабілізації руху 
неголономних механічних систем [18, 19], пла-
нування руху моделей підводних човнів [20], 
навігації мобільних роботів у середовищах з 
перешкодами [21].
Окремим напрямом розвитку цих дослі-
джень є нові безградієнтні алгоритми стабі-
лізації зі зворотним зв’язком за виходом для 
задач екстремального керування (extremum 
seeking control) [22, 23].
Ефективність запропонованих стратегій 
керування підтверджується результатами чи-
сельних експериментів, виконаних в Інституті 
прикладної математики і механіки НАН Укра-
їни. Окремі алгоритми стабілізації нестійких 
станів рівноваги реалізовано у мобільному ро-
боті LEGO Mindstorms (рис. 1).
Стабілізація коливань пружних інженер-
них конструкцій. Серед існуючих конструк-
цій механічних пристроїв слід виділити ши-
Рис. 1. Мобільний робот LEGO Mindstorms у середо-
вищі з перешкодами. Алгоритмічне забезпечення робо-
та реалізовано в ІПММ НАН України (м. Слов’янськ)
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рокий клас систем, які складаються зі взаємо-
зв’я за них частин, що зазнають істотних пруж-
них деформацій при відносних поступальних 
та обертальних переміщеннях у процесі функ-
ціо нування. Аналізуючи динамічну поведінку 
таких систем, їх можна розділити на підсис-
теми, кожна з яких у початковому наближен-
ні відповідає моделі абсолютно твердого тіла. 
Приклади задач стабілізації для таких моделей 
містяться, зокрема, в роботах [24, 25]. 
Однак розвиток робототехніки та космічної 
індустрії стимулює створення нових матема-
тичних моделей руху складних інженерних 
систем, що складаються з абсолютно твердих 
та деформівних тіл. Маніпуляційні роботи з 
гнучкими ланками, пружні стрижні антен і 
штанг, пружні пластини панелей сонячних ба-
тарей та троси широко використовують у кон-
струкції сучасних супутників. Дослідженню 
математичних моделей таких об’єктів у вигля-
ді керованих систем диференціальних рівнянь 
у нескінченновимірних просторах присвяче-
но роботи [26, 27]. У монографії [27] викла-
дено новий метод дослідження задачі набли-
женої керованості диференціальних рівнянь 
у гільбертовому просторі із застосуванням 
сім’ї оптимальних керувань, що відповідають 
скінченновимірним проєкціям вихідної зада-
чі. Встановлено принципове значення ефекту 
впливу енергії керування (control spillover) на 
властивість наближеної керованості порівняно 
з умовами спектральної керованості. Для важ-
ливого з точки зору практичних застосувань 
класу гіперболічних систем запропоновано 
явну схему оцінки енергії керування у термі-
нах умови збіжності рядів, що визначаються 
у термінах власних значень допоміжної спек-
тральної задачі, а також встановлено зв’язок 
цих умов збіжності з проблемою малих зна-
менників.
До кола застосувань одержаних фундамен-
тальних результатів належать задачі гасіння 
коливань пружних маніпуляторів. Зокрема, 
спільно з німецькими колегами з Технічного 
університету Ільменау та Університету Штут-
гарта було розроблено математичну модель 
коливань керованої пожежної драбини IVECO 
Magirus (рис. 2). Ця модель ґрунтується на 
представленні драбини у вигляді механічної 
системи з гнучкою балкою та приєднаними 
твердими тілами, з урахуванням моменту сил 
керування (рис. 3). Для такої моделі у роботах 
[27, 28] було запропоновано алгоритми стабі-
лізації стану рівноваги, що знайшли застосу-
вання в інженерній практиці.
У спільних дослідженнях з колегами з Уні-
верситету Штутгарта було розвинуто підхід до 
дослідження коливань пружних оболонок під 
дією керуючих сил на границі області та розпо-
Рис. 2. Керована пожежна драбина IVECO Magirus у 
Технічному університеті Ільменау (Німеччина)
Рис. 3. Схематичне зображення моделі керованої дра-
бини у вигляді механічної системи з пружною балкою 
[25]
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ділених по поверхні зовнішніх збурень. Для ва-
ріаційної форми задачі про коливання оболон-
ки запропоновано аналітико-чисельну схему 
визначення коефіцієнтів скінченновимірних 
наближених систем відповідно до узагальне-
ного методу Гальоркіна. Створено програмну 
реалізацію цієї схеми при чисельному заданні 
власних форм оболонки [29]. Результати про-
йшли апробацію на керованій оболонковій 
конструкції Stuttgart SmartShell, спорудженій 
в Університеті Штутгарта для експериментів 
з надлегкими будівельними конструкціями 
(рис. 4).
Оптимальне керування в задачах хіміч-
ної технології. Застосування розвинутих в 
ІПММ НАН України методів не обмежуються 
задачами механіки та робототехніки. У рамках 
договору про співробітництво з Інститутом 
динаміки складних технічних систем ім. Мак-
са Планка (м. Магдебург, Німеччина) створе-
но нові теоретично обґрунтовані підходи до 
оптимізації керованих динамічних процесів у 
хімічній технології. Зокрема, у спільній робо-
ті з магдебурзькими колегами [30] досліджено 
проблему максимізації сумарного продукту 
неізотермічних хімічних реакцій з урахуван-
ням заданих обмежень щодо вхідних реагентів. 
Таке завдання максимізації продукту сфор-
мульовано у вигляді ізопериметричної задачі 
оптимального керування, для якої запропоно-
вано стратегії, що описують оптимальну зміну 
концентрацій та температури в реакторі. Із за-
стосуванням цих стратегій керування встанов-
лено можливість збільшення продуктивності 
модельної хімічної реакції на 1,81 % (при про-
грамному періодичному керуванні концен-
трацією вхідної речовини) та на 4,47 % (при 
спільному керуванні концентрацією і темпе-
ратурою) [30]. Зазначені показники одержано 
чисельним моделюванням класу реакцій типу 
гідролізу. 
Обчислювальні методи для синтезу страте-
гій керування, що максимізують продукт не-
ізотермічних реакцій, розвинуто у подальшій 
роботі [31] для загальних класів нелінійних 
систем iз застосуванням функціональних роз-
кладів Чена–Флісса. Ці математичні резуль-
тати є сучасним теоретичним внеском у ство-
рення універсальних алгоритмів оптимізації 
складних динамічних процесів у новітній хі-
мічній індустрії.
Партнерами з Інституту ім. Макса Планка 
та Університету ім. Отто фон Геріке в Магде-
бурзі створено лабораторне устаткування для 
експериментального вимірювання продукту 
хімічних реакцій при застосуванні програмних 
функцій керування (рис. 5). Результати попе-
редніх експериментів свідчать про можливість 
підвищення середньої продуктивності реак-
цій гідролізу на 1,18 % при використанні си-
нусоїдальних модуляцій вхідної концентрації 
[32]. Для майбутніх практичних випробувань 
Рис. 4. Керована оболонкова конструкція Stuttgart 
Smart Shell (м. Штутгарт, Німеччина)
Рис. 5. Лабораторне устаткування для експериментів 
з керованими хімічними реакціями (м. Магдебург, Ні-
меччина)
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заплановано експерименти з реалізації роз-
ривних функцій керування, запропонованих 
у [30, 31].
Висновки та перспективи. Наведені у до-
повіді результати актуальних досліджень від-
ділу прикладної механіки Інституту приклад-
ної математики і механіки НАН України, відо-
бражені у понад 170 наукових публікаціях (у 
тому числі 2 монографіях [25, 27]), є сучасним 
внеском у математичну теорію керування, що 
відповідає тенденціям розвитку цієї наукової 
дисципліни на світовому рівні.
Ці теоретичні результати спрямовано на по-
дальші практичні застосування у перспектив-
них інженерних розробках, що сприятиме роз-
витку новітніх технологій у промисловості та 
формуванню наукового імпульсу для вітчиз-
няного виробництва конкурентоспроможної 
на світових ринках високотехнологічної про-
дукції.
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MATHEMATICAL CONTROL THEORY: NONLINER DYNAMICS 
AND ENGINEERING APPLICATIONS
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One of the most important tasks in mathematical control theory is to stabilize unstable dynamic processes by applying a 
feedback law. The report introduces a new approach for solving the stabilization problem, which makes it possible to 
effectively define control strategies for a wide class of essentially nonlinear controlled dynamical systems. The class of 
systems under investigation includes, in particular, mathematical models in robotics and controlled engineering 
structures with elastic beams, plates, and shells. The obtained theoretical results are applied to problems of stabilization 
and navigation of mobile robots in environments with obstacles. Computer simulation results are also presented to 
illustrate the vibrations of a controlled shell, which is used for experiments with novel lightweight elastic structures in 
civil engineering. A part of this report is devoted to the application of methods of mathematical control theory to the 
optimization of processes in chemical engineering in the sense of minimizing the consumption of input reactants (raw 
materials) or maximizing the productivity. For this purpose, a class of isoperimetric optimal control problems for non-
stationary mass and energy balance equations has been solved in order to improve the performance of chemical reactors 
in comparison to their steady-state operation.
Keywords: mathematical control theory, stabilization of motion, motion planning in robotics, optimization of chemical 
reactions.
